Ellips- en hyperboolconstructie

Auteur: Rinse Poortinga

0

X doorloopt een cirkel met middelpunt F1.

Y is het snijpunt van lyn XF1 en de mmddelloodlijn vanlynstuk XF2

Als F2 binnen de cirkel ligt, dan doorloopt Y een ellips met brandpunten F1 en F2.

Als F2 buiten de cirkel ligt, dan doorloopt Y een hyperbool met brandpunten F1 en F2.
Toon dit aan. Laat dit zien door F2 te verslepen. Bewsys ook dat de middelloodlyn van
lynstuk XF2 de raaklyn in punt Y aan de kegelsnede is.

(»)  [Animatie AAN/UIT]



Ellips- en hyperboolconstructie

Auteur: Rinse Poortinga

!

. X doorloopt een cirkel met middelpunt F1.
. Y is het snijpunt van lyn XF1 en de muddelloodlijn vanlynstuk XF2.
. Als F2 binnen de cirkel ligt, dan doorloopt Y een ellips met brandpunien F1 en F2.
\\_ Als F2 buiten de cirkel ligt, dan doorloopt Y een hyperbool met brandpunten F1 en F2.
Toon dit aan. Laat dit zien door F2 te verslepen. Bewys ook dat de middelloodlyn van

lynstuk XF2 de raaklyn m punt Y aan de kegelsnede 1s.

\

(»)  [Animatie AAN/UIT] ,




Paraboolconstructie
Auteur: Rinse Poortinga

Constructie van de parabool met brandpunt F en de rode lijn als richtlijn.

Punt P ligt op de richtlijn. Lijn PR staat loodrecht op de richtlijn.
MR is de middelloodlijn van lijnstuk PF. Als P de richtlijn doorloopt,
dan doorloopt R de parabool. MR raakt in R aan de parabool.

richtlijn o P

0

P,
(») [Animatie AAN/UIT] ‘



Richtlijn, brandpunt en excentriciteit
Auteur: Rinse Poortinga

Richtlijn x = -1, brandpunt F=0 en excentriciteit £ = () bepalen een kegelsnede K.

K bestaat uit de punten P zo dat FP = =-PQ. F 1s een brandpunt van K.

We gaan na dat K inderdaad een kegelsnede 1s. Is P het punt (x,v). dan FP? = (=-PQ)* .
Ofwel x* + 32 =& (1+x) endus (1l -e3)-x2 +v?-2e2x =22

Dit 15 de vergelijking van een ellips als 0 =& < 1, van een hyperbool als > 1 en

van een parabool als £ = 1. [Zie Analyse + Meetkunde, hfdst. 7 ] Je kunt P verslepen over K
[ook van de ene tak van een hyperbool naar de andere tak] of gebruik de animatieknop.
Verander de excentriciteit € met behulp van de schuifknop hieronder.

£=08

. ®

Verander de excentriciteit.

FP=0.8-PQ

!

24

Opmerking. Door een vermenigvuldiging van het viak t o v. O met factor k

ra

2 krijgen we een kegelsnede K' met richtlijn x = -k K' 1s gelykvormig met K. ia
® -



Richtlijn, brandpunt en excentriciteit

Auteur: Rinse Poortinga

Richtlijn x = -1, brandpunt F=0 en excentriciteit = = 0 bepalen een kegelsnede K. /
K bestaat uit de punten P zo dat FP = =-PQ. F 1s een brandpunt van K.

We gaan na dat K inderdaad een kegelsnede 1s. Is P het punt (x,¥), dan FP? = (- PQ)* .

Ofwel 2+ y*=&*(1+x)* endus (1 -3)x*+y*-2e%x=¢g%

Dit is de vergelijking van een ellips als 0 <& = 1, van een hyperbool als s> 1 en

van een parabool als £ = 1. [Z1e Analyse + Meetkunde, hfdst. 7.] Je kunt P verslepen over K
[ook van de ene tak van een hyperbool naar de andere tak] of gebruik de animatieknop.
Verander de excentriciteit ¢ met behulp van de schuifknop hieronder.

e=14

4 L

Verander de excentriciteit.

FP=1.4-PQ
\P Q

Q

Opmerking. Door een vermenigvuldiging van het viak t o v. O met factor k
kryjgen we een kegelsnede K' met nichtlyn x = -k K' is gelykvormig met K.

ﬂi' | | \\




Raaklijn en asymptoten bij een hyperbool

Auteur: Rinse Poortinga

Opgave. Punt P ligt op de hyperboaol x-y = 1. De raaklijn in P snijdt de asymptoten in B en C.
Toon aan dat de oppenviakte van AQBC steeds gelijk blijft, wanneer P de hyperbool doorloopt [ook de linker tak].
3a na dat P het midden is van lijnstuk BC.
Il
Opmerking. Uit deze opgave volgt dat een soortgelijk resultaat geldt voor iedere niet-ontaarde hyperbool.
Zo'n hyperbool is hettransformatiebeeld van de standaardhyperbool x-y = 1 bij een affiene transformatie.
Bij een affiene transformatie gaan asymptoten over in asymptoten, raaklijnen in raaklijnen en middens in middens.
Bij een affiene transformatie worden de oppenvlakten van alle driehoeken met een vaste factor
vermenigvuldigd. [Zie Analyse + Meetkunde, hfdst 6 en 7]

») [Animatie AANIUIT] |



Ombhullende van de normalen van een ellips

Auteur: Rinse Poortinga

W

De blauwe lijn door P is de normaal in punt P en staat loodrecht op de raaklijn in P.

Als we de animatie aanzetten [zie het knopje linksonder], dan doorloopt P de ellips en zien we
uit de normalen een andere kromme opdoemen, die de omhullende (‘enveloppe’) van de
normalen van de ellips wordt genoemd. Deze omhullende van de normalen is de meetkundige
plaats van krommingsmiddelpunten van de ellips.




Ellips als de omhullende van zijn raaklijnen

Auteur: Rinse Poortinga

Als we de animatie aanzetten met het knopje linksonder, dan doorloopt P de ellips

en zien we dat de omhullende (‘'enveloppe’) van de raaklijnen van de ellips de ellips zelf is.

[Maak via de rechtermuisknop de rode ellips onzichtbaar (object tonen uitvinken), dan zie je toch nog een ellips.]
lets dergelijks geldt ook bij andere krommen. Alles weer herstellen via de knop in de rechterbovenhoek.




Brandkromme

Auteur: Rinse Poortinga

Een lichtstraal valt van onderen in de blauwe spiegel. die de vorm van een halve cirkel heeft, @
en treft daar punt P. Hij wordt daarma weerkaatst langs zijn spiegelbeeld t.o.v. de middellijn OP.

Zet nu de animatie aan via de knop links onderaan. Je zie dan de brandkromme ('caustic curve')

verschijnen als omhullende van de teruggekaatste lichtstralen. Deze lichtstralen zijn de raaklijnen

aan de brandkromme. In het dagelijks leven zien we zo'n kromme soms verschijnen op de bodem

van een leeg koffiekopje, wanneer de zon er in schijnt.




Brandkromme

Auteur: Rinse Poortinga

Een lichtstraal valt van onderen in de blauwe spiegel, die de vorm van een halve cirkel heeft, @
en treft daar punt P. Hij wordt daarna weerkaatst langs zijn spiegelbeeld t.o.v. de middellijn OF.

Zet nu de animatie aan via de knop links onderaan. Je zie dan de brandkromme ('caustic curve')

verschijnen als omhullende van de teruggekaatste lichtstralen. Deze lichtstralen zijn de raaklijnen

aan de brandkromme. In het dagelijks leven zien we zo'n kromme soms verschijnen op de bodem

van een leeg koffiekopje, wanneer de zon er in schijnt.




Kettinglijn als brandkromme

Auteur: Rinse Poortinga
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Y= cosh{xﬂj
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Lichtstralen vallen verticaal van boven op de grafiek van de exponentigle functie f(x) = e™x.
De teruggekaatste lichtstralen omhullen de kettinglijn y = cosh{x+1). Zet de animatie aan met

knop links onder om dit te Zien. Zje het PDF-document "Meer over krommen' . Wi
'.‘ | A
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Kettinglijn als brandkromme

Auteur: Rinse Poortinga

|r"-"
yi= cosh(x+1)

23 3 Oy a ~ 1 b ]
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Lichtstralen vallen verticaal van boven op de grafiek van de exponentigle functie f(x) = e"x.
De teruggekaatste lichtstralen omhullen de kettinglijn y = cosh(x+1). Zet de animatie aan met

knop links onder om dit te zien. Zje het PDF-document "Meer over krommen' . £




Omtrekshoek en middelpuntshoek

Wanneer staan een omtrekshoek en een middelpuntshoek op dezelfde boog?

Bij een omtrekshoek <BAC is de cirkelboog waarop hij staat eenduidig bepaald:

datis de boog met eindpunten B en C waarop het punt A niet ligt.

Is ~BMC een middelpuntshoek, dan maakt de notatie ~BMC niet duidelijk welke

van de twee in aanmerking komende hoeken bedoeld is.

De middelpuntshoek =BMC die hij omtrekshoek =BAC hoort, is de hoek waarhinnen
de cirkelsector ligt die begrensd wordt door de stralen MB en MC en door de cirkelbhoog
waarop punt A niet ligh. Deze middelpuntshoek ~BMC staat op dezelfde cirkelboog

als omtrekshoek =BAC.




(a) In een cirkel 1s een omtrekshoek gelijk aan de helft van de bijbehorende
middelpuntshoek.
(b) Omtrekshoeken die op dezelfde cirkelboog staan zijn even groot.

Onderdeel (b} volgt uit (a). Bewijs van (a):

Toon aan dat =BMP=2- ~BAP.

B
Omitrekshoek ~BAC is de helftvan middelpuntshoek =BMC.
Bewijs. =BMP=1, =CMP=u2, =BMC=p=p1+u2,
A F =BAP=01, =CAP=02, -BAC=0=01+a2. I
4 " Ergeldtu1=2-a1, u2=2-02.
Dus U=d1+u2=2-a1+2-a02=2-(a1+a2)=2-a.

=
’ ¢ Omtrekshoek ~BAC is de helftvan middelpuntshoek =BMC.

Bewijs. “BMP=p1, =CMP=p2, =BMC=p=p1-p2,
F: ~BAP=01, =CAP=02, BAC=0=01-02.

Ergeldt p1=2-a1, p2=2-02.

Dus p=p1-p2=2-01-2-02=2-(a1-a2)=2-u



Hoeken en cirkelbogen

Auteur: Rinse Poortinga

0

Meem twee vaste punten A en B op een cirkel.

P iz een derde punt binnen, op of buiten de cirkel.

De lijnen AP en BP snijden de cirkel verder nog in de punten C resp. D.

De straal van de cirkel is voor de grootte van de hoeken nietvan belang.

We nemen daarom gemakshalve aan dat de straal van de cirkel gelijk aan 1 is.
Dan is een omtrekshoek van de cirkel (in radialen} gelijk aan de helft van de lengte
van de cirkelboog waarop hij staat.

P Opgave. Als P binnen de cirkel ligt dan :APB=:PBC+..PCBH.
Za na dat :APB=1/2-(boog AB+boog CD}. [Het gaat hier om de cirkelbogen,
die binnen <APB resp. .CPD liggen] Versleep nu P geleidelijk naar rechts.
Als P op de cirkel ligt, dan vallen P, C en D samen en «:APB=1/2-boog AB.
Ligt P buiten de cirkel dan :AFB=1/2-(boog AB - boog CD). Toon dit aan.

Opgave. Hoek tussen raaklijn en koorde.

Stel AB is een koorde van een cirkel met straal 1.

C is een punt buiten de cirkel zo dat de halve lijn BC een halve raaklijn is. oy
Toon aan dat :ABC gelijk aan aan de helft van de boog waarop hij staat (d.wz. de boog binnen ABC).



Hoeken en cirkelbogen

Auteur: Rinse Poortinga

O

Meem twee vaste punten A en B op een cirkel.

P is een derde punt binnen, op of buiten de cirkel.

De lijnen AP en BP snijden de cirkel verder nog in de punten C resp. D.

De straal van de cirkel is voor de grootte van de hoeken nietvan belang.

We nemen daarom gemakshalve aan dat de straal van de cirkel gelijk aan 1is.
Dan is een omtrekshoek van de cirkel (in radialen) gelijk aan de helft van de lengte
van de cirkelboog waarop hij staat.

Opgave. Als P binnen de cirkel ligt dan :APB=+PBC+.PCB.

3a na dat :APB=1/2-(boog AB+boog CD). [Het gaat hier om de cirkelbogen,
die binnen «APB resp. «CPD liggen.] Versleep nu P geleidelijk naar rechts.
Als P op de cirkel ligt, danvallen P, C en D samen en APB=1/2-boog AB.
Ligt P buiten de cirkel dan :APB=1/2-(boog AB - boog CD). Toon dit aan.

Opgave. Hoek tussen raaklijn en koorde.

Stel AB is een koorde van een cirkel met straal 1.

C is een punt buiten de cirkel zo dat de halve lijn BC een halve raaklijn is. ::
Toon aan dat :ABC gelijk aan aan de helftvan de boog waarop hij staat (d.wz de boog binnen =ABC).




Sinusregel (uitgebreid)

Is r de straal van de omgeschreven cirkel van AABC, dan geldt

o —_ b e ¢ =2y
sin(a)  sin(8)  sin(y)

Eewijs. De straal van de omgeschreven cirkel van AABC isr.

De zijden en hoeken van AABC worden op de gebruikelijke wijze
gencteerdals a b, cresp. a By Mis het middelpunt van de
omgeschreven cirkel en MD is de middelloodlijn van koorde BC.
2A=2DMC [Omirekshoek is de helft van de bijbehorende
middelpuntshoek]. Ga na dat BEC=a=2 r-sin(a). Evenzo:
AB=c=2rsinly) en AC=b=2-rsin(p). Hieruitvolgt
alsin(a)=b/sin(B)=c/sin(y)=2-r . [Ga na dat dit ook nog

geldt als hoek o recht of stomp is ]



Koordenvierhoek

Auteur: Rinse Poortinga

Opgave. In een koordenvierhoek PQBS’is de somvan een paar
overstaande hoeken gelijk aan 'IT/E‘]’BU“). Toon dit aan.Omgekeerd geldt ook;
eenvierhoek PARS die zichzejﬁﬁiet doorsnijdt is een koordenvierhoek,

Opgave Als vierhoek ABCD zichzelf niet doorsnijdt en niet een koordenvierhoek is,

dan ligt D binnen of buiten de omageschreven cirkel van AABC. Neem aan dat de omaeschreven cirkel
van AABC een straal 1 heeft. We kunnen dan ADC eenvoudig uitdrukken in cirkelbogen.

Ganadat :ABC + (ADC groter dan wis, als D binnen de cirkel ligt. Ligt D buiten de cirkel,

dan ABC + ADC = Met D op de cirkel geldt :ABC + :ADC =T

wanneer de som van een paar overstaande hoeken gelijk aan w (180%) is. Zie hieronder.

0



Koordenvierhoek

Auteur: Rinse Poortinga

Opgave. In een koordenvierhoek PQRS is de som van een paar

overstaande hoeken gelijk aan m {180°). Toon dit aan.Omgekeerd geldt ook;

een vierhoek PQRS die zichzelf niet doorsnijdt is een koordenvierhogek,

wanneer de som van een paar overstaande hoeken gelijk aan m (180%) is. Zie hieronder.

Opgave.Als vierhoek ABCD zichzelf niet doorsnijdt en niet een koordenvierhoek is,

dan ligt D binnen of buiten de omgeschreven cirkel van AABC. Meem aan dat de omgeschreven cirkel
van AABC een straal 1 heeft. We kunnen dan -ADC eenvoudig uitdrukken in cirkelbogen.

Ga na dat :ABC + ADC groter dan 1 is, als D binnen de cirkel ligt. Ligt D buiten de cirkel,

dan +ABC + ADC = Met D op de cirkel geldt :ABC + :ADC =TT

0




Formules voor sin(a+b) en cos(a+b)

sinfa+p)

sin(B)

+ 702

P en G zijn punten op de eenheidscirkel,
*P=cos(a), yP=sin(g) met 0=a=m2. Dan; Q
cos(a+m2) = xQ = - sinfa) en

sin{a+m/2) = yQ = cos(a). Dus:

sin(a + 3) = sin(a) - cos(3) + sin(3) - cos(a)
(We nemen hier aan dat a,8=0 en a+8=rT1)

Bewijs. PQRS is een koordenvierhoek die zichzelf niet doorsnijdt.

De omgeschreven cirkel heeft middellijn 1. Uit de uitgehreide sinusregel
volgt dat QR=sin(a), RS=sin(B) en QS=sin{a+p).

Trek de hoogtelijn BT in AQSR. Ga na dat @T=sin{a)-cos(R) en
TS=sin(B) cos(o). Hiermee is hewezen dat

sinfo+R)=QT+TS=sin{o) cos(B)+sin{Bicos(a).

_ cos(a + 37m) = —sin(a)

sin(a 4 3m) = cos(a)

Woor a,p=0 en a+@=m2 volgt uit bovenstaande formules
sin((a+m2)+R)=sin{a+m2) cos(Ri+cos{a+mi2) sin(p) ofwel

sin{{a+@)+m2)=cos(a+pB)=cos(a) cos(B)-sinf{a)-sin(E). Dus:

cos(a + ) = cos(a) - cos(3) — sin(ea) - sin(3)



Andere manier:

g f=0ena+ = 80°

Verder PM =1, =PQM = 90° en KLMM is een rechthoek.

Leidt hieruit de formules voor sinfa + ) en cosio + ) af.

Als B = o, dan krijgen we de formules voor sin(2a) en cos(2a).

N o sinfa+B) "
cos(a + )
COsa cosp
Fl
sina-sinp
K @ E e L

sina-cosPp @ cosa-sinp




Constante hoeken

Auteur: Rinse Poortinga

el
Opgave: C is een vast punt op een cirkel v. Punt D doorloopt cirkel y.
De hoeken van driehoek CDE zijn constant, dus alle driehoeken CDE zijn gelijkvormig.
(a) Toon aan dat voor iedere keuze van D op citkel v de lijn DE door een vast punt F op v gaat.
(b) Toon aan dat voor elke keuze van D op cirkel v de omgeschreven cirkel van driehoek FCE dezelfde cirkel 1s.

Sleep punt D over de doorgetrokken cirkel
of zet de animatie aan met de knop linksonder.

Punt E doorloopt dan de gestippelde cirkel.

ra
Ld

!



Lijn van Wallace

Auteur: Rinse Poortinga

&,
_.f Fis een punt op de omgeschreven cirkel van AABC.
4 D, E enF zijn de voetpunten van de loodlijnen vanuit P op de zijlijnen van AABC.
De punten O, E en F liggen op een lijn, die de lijn van Wallace bij punt P wordt genoemd.

Je kunt dit zien door punt P over de cirkel te slepen.

il

o,

Bewijs: D, E en F liggen op &én lijn, wanneer -CEF = :DEB.

VWe gaan na dat dit inderdaad het geval is.

Er geldt :CEF=+CFPF want C, E, P en F liggen op de cirkel met middellijn CP.

Beide hoeken staan in deze cirkel op dezelfde boog. Om dezelfde reden geldt
= ~=_ :DEB=+DFB, wantF B D en E liggen op de cirkel met middellijn PB.

Verder is ABPC een koordenvierhoek, dus A+ .CPD+.-.DPB=.

Ook ADPF is een koordenvierhoek, A+ .CPD+ .. CPF=T.

Hieruitvolgt o.CPF=:DFB en dus ook -CEF=:DEB.
oy A e Y Dat betekent dat de punten D, E en F op é&n lijn liggen.

) Opmerking. Dit bewijs gaat niet meer op, als punt P op een middellijn
“van de omgeschreven cirkel ligt [i.h.b. als P samenvalt met A, B of C].
Toon aan dat de stelling ook in deze gevallen blijft gelden.




Cycloide

Auteur: Rinse Poortinga

0

24

—4

Toelichting:

—10 4

M(t.1) 1s het middelpunt van een cirkel met straal 1.

Deze cirkel rolt over de x-as. Punt P(t-sin(t), l-cos(t)) doorloopt daarby een cycloide.

MQ=15-MP en MR=0_5-MP. Verander de waarde van t met behulp van de rode schuifbalk of

zet de ammatie aan/mit met de knop linksonder.

At 1) 15 het nuddelpunt van een cirkel met straal 1. Deze cukel rolt over de z-as.

Punt Pt-smft), 1-cos(t)) doorloopt daarbyj een deel van een cycloide.

Op tijdstip =0 bevindt P zich i de corsprong en op t=2m 15 P weer terug op de x-as..

Opgave. Ga na dat de lengte van de rode cirkelboog NP gelijlkis aant en dus gelijlkis aan QK.

Opgave. Schrijf de lengte van het getoonde deel van de cycloide als een integraal.

Bereken de waarde van deze integraal. [Liefst handmatig. Het kan ook met hehulp van Geogebra. Antw: 8]

rAa
Ld



Oppervlakte onder een cycloideboog

Auteur: Rinse Poortinga

ol

0

-1
De oppervlakte van het gebied onder de boog van een cycloide kan gemaklelijk met de integraal

/_“ (1 — cost)d(t — sint)
=0

berekend worden, maar de volgende berekening 1s leuker en geeft eenmooie illustratie van het beginsel

van Cavalieri [zie bijv. Wikipedia] In de figuur hierboven zijn M en N de riddelpunten van een cirkel

met straal 1. Cirkel (M,1) rolt over de x-as. Punt P(t-sint,1-cos t) doorloopt het rode deel van een cycloide,
wanneer t toeneemt van 0 tot m Ook punt Qt+sin t,1-cos t) doorloopt hierbij een deel van een cycloide (blauw)
PQ 15 een horizontale koorde van de cirkel Met koorde PQ correspondeert in de linkse cirkel (19,1) de koorde
RS De punten P, Q, R en 8 liggen op een horizontale lijn. De koorden RS en PQ zijn dus even lang Volgens

het beginsel van Cavalieri is de oppervlakte van het gebied tussen de rode en de blauwe cycloideboog

evengroot als de oppervlakte van cirkel (27,1) en dus gelijk aan 7. Het 1s nu eenvoudig na te gaan dat de
oppervlakte van het gebied begrensd door de hele cycloideboog (rood + zwart) en de x-as gelijk 1s aan 37 £a
Verander de waarde vant met behulp van de rode schuifbalk of zet de animatie aan/uit met de kmop linksonder.

E



Epicycloiden

Auteur: Rinse Poortinga

De straal van de groene cirkel met middelpunt M is 1. ":j
104 M beweegt over een cirkel met middelpunt O en straal a+1.
Punt P doorloopt daarbij een epicycloide.
Als a = 1, dan zijn de rode en de groene cirkel even groot en
de epicycloide wordt dan een cardioide genoemd.
a=6
L
Vierander de straal van de rode cirkel.

] ‘1‘0 1‘5 2‘0 ,'-':5 3:0 Z;‘
Op tijdstip t wordt de positie van P gegeven door:
¥P=(a+1)cos(t)-cos((a+1)t),
yP=(a+1)sin(t)-sin((a+1)t)

t=05
*
—10 Laat F de cycloide doorlopen.
Toelichting:
o : s = De cirkel met middelpunt M en straal MP = 1 rolf uitwendig
e - 2 aver de cirkel met middelpunt O'en straal 3.
et 1 r
'] W Punt P beschrijft hierbij een epicyclaide.
13
P Er geldtxli=4cos(t), yM=4sin(t) en
2 R ; xP=4cos(t)-cos(4t) en yP=4sin(-sin(4t).
fII
r
o d ’
-2 a 2 ‘.' Q 4 <] 8 10 12 14 18
Opgave, Gana datin de figuur =QOR=t en =RMP=3t dus de
al hijhorende cirkelhogen zijn even lang.
—251 rA

[Animatie aaniuit]




Hypocycloiden

Auteur: Rinse Poortinga

81 De straal van de groene cirkel met middelpunt M is 1. ":',.

M beweeqt over een cirkel met middelpunt O en straal a -1.

Punt P doorloopt hierbij een hypocycloide. Als a = 2, dan is de

hypocycloide een tweemaal doorlopen middellijn van de blauwe cirkel.

a=g
L
Verander de straal van de blauwe cirkel.

8 10 12 14 16 18 2‘0 2z 24 28 28 20
Op tijdstip t wordt de positie van P gegeven door:
*P=(a-1)cos(t)+cos((a-1)t),
yP=(a-1)sin(t)-sin((a-1)t)

t=05
‘.‘ ra

Laat P de hypocycloide doarlopen.



De omhullende van de middellijn van een rollende cirkel

Auteur: Rinse Poortinga

a z
2 B
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—I2 a I2 :i é é 1‘0 1‘2

De groene cirkel met middelpunt M en straal MP rolt over de x-as.
Punt P beschrijt daarbij een cycloide (rood). De omhullende van

-2 middellijn Pl is een kleinere cycloide. Zet met de knop
linksonder de animatie aan om dit zichtbaar te maken.
rA

Vernieuwen met de knop rechtsboven. L




De omhullende van de middellijn van een rollende cirkel

Auteur: Rinse Poortinga

] Z
M
2 g ;] 8 10 12
De groene cirkel met middelpunt M en straal MP rolt over de x-as.
Punt P beschrijt daarbij een cycloide (rood). De omhullende van
-2 middellijn PQ is een kleinere cycloide. Zet met de knop
linksonder de animatie aan om dit zichtbaar te maken.
rA
e, Vernieuwen met de knop rechtsboven. Ld
L) -




Rozetten

Auteur: Rinse Poortinga

£

Als n oneven is, dan heeft de rozet n blaadjes en de loomme wordt

De gezamenlijk oppervlakte van de blaadjes is n'4, als n oneven is.
De gezamenlijk oppervlakte van de blaadjes is w2, als n even is.

Punt P doorloopt een rozet. Op tijdstip t geldt xP=r(t)-cos(t), yP=r(t) sin{t) met rif}=smn{n-t), =123, 8 en (=t=21

2 keer doorlopen, wanneer t toeneemt van 0 tot 2.

Alsn even i3, dan heeft de rozet 2n blaadjes en de kvomme wordt 1 keer doorlopen. wanneer t toensemt van 0 tot 27.

Q

1.5
EE 2% ;
Opgave. Ga na dat + / rF=1. / sin®(n - t)dt = 7 nist van n afhangt.
; a Q
n=5
L
051 erander het aantal blaadjes.
il 05 0s ; 18 2 25 2 35 4 45 5
t=02

@®

Laat punt P de kromme doorlopen met de schuifknop of zet
de animatie aan/uit met de knop in de linker benedenhoek.




Rozetten

Auteur: Rinse Poortinga

Punt P doorloopt een rozet. Op tijdstip t geldt xP=r(t)-cos(t), yP=r(t)-sin(t) met r{t}=sin(n-t). n=1,2.3, 8 en O=t=dr
Als n oneven 1s, dan heeft de rozet n blaadjes en de kromme wordt 2 keer doorlopen. wanneer t toeneemt van 0 tot 2m.
Als n even is, dan heeft de rozet 2n blaadjes en de kyomme wordt 1 keer doorlopen, wannesr t toeneemt van 0 tot 2.
De gezamenlijk oppervlakte van de blaadjes is n'4, als n oneven is.

De gezamenlijk oppervlakte van de blaadjes 1s 2, als n even is.

27 27
Opgave. Ga na dat % g / = % : / sin*(n - t)dt = %W niet van n afhangt.
Li] Li]

n=6
L4

Verander het aantal blaadjes.

t=02
®

Laat punt P de kromme doorlopen met de schuifknop of zet
) de animatie aan/uit met de knop in de linker benedenhoek

]
La




Calypso en windingsgetal

Auteur: Rinse Poortinga

T
LaatP de kromme doorlopen met de schuiftnop of zet animatie saniuit met de knop in de linker benedenhoek.

t=174
L

3

=4
L G

‘erander het santal blaadjes

0

-2

-1

K verdeelt de punten in het viak die niet op K liggen in aantal gebieden:

2 gebieden als a=0,1,2 en a+3 gebieden als a=3,4,....8.

Het windingsgetal van het witte buitengebied t.o.v. Kis 0.

Het windingsgetal van het centrale binnengebied is 1.

De gebieden binnen de blaadjes (als a=3 4,..  8) hebben windingsgetal -1 t.ov. K

i d
De integraal / fdg = / f(t) - g'(t) dt steit de georienteerde
K 0

opperviakte voor van de gesloten kromme K en is

hier gelijk aan de opperviakte van het centrale binnengebied

met daarvan afgetrokken de opperviakten van de blaadjes.

(Zie Meetkunde + Analyse, hfdst. 10.) Met QuickMath vinden we voor een
bepaalde a gemakkelijk de exacte waarde van de integraal.

=18

K=(f,g) is de kromme f(t)=2cos(t)+cos(a't), g(t}=2sin(t)-sin(a-t) met 0<t<2m en a=0,1,2,...,

rm
L




Lengte en georiénteerde oppervlakte van een kromme

Auteur: Rinse Poortinga

T
De gesloten kromme K=(f.g) met fity=3sm(t), g(t)=cos(31). 0=t=2z. verdeelt de punten die miet op K liggen
in 4 gebieden: B (het witte buitenpebeid) en de binnengebieden L (links). M (midden) en R (rechts).
De windingsgetallen van deze gebieden t.o.v. Kzijn 0, 1, -1 resp. 1.

2x

De integraal f fdg = f(t) - g'(t)dt = 0 is gelijk aan de georienteerde oppervlakte van K.
K 0

s [deg = opp(L) + opp(R) - opp(M)

jrﬂ'
OPP{R)=[|!5 fit) - y’(t‘-)dt en opp(L)} = opp(R} . dus opp(M) =2-opp(R).

Benader opp(R) m b.v. Geogebra. [QuickMath geeft de exacte waarde opp(R) = (9+/3)/8 |

u

De snelheid van punt P op tijdstip t is gelijk aan v(t) = [K'(t)].
De lengte van kromme K 1s gelijk aan

2 dar
f v(t) di = / \/ 4 (g'(1) dt
Benader deze lengie met Geogebra..
® Zet de animatie aan om te zien hoe punt P zich over de kromme K beweegt bij toenemende parametert.
|




Een kromme in poolcoordinaten

Auteur: Rinse Poortinga

-0 e
Laat punt P de kroemme doorlopen.
4 5 & iy 8 9 10 11 12 13 14
K = {{r(t) - cos(t), rit) - sin(t))|t € [0, 6%]) met #(t) = 1 + 2cos( éii} _
Funt P doorloopt de gesloten krotmne K eenmaal.
{a) Bereken de oppervlakte van het groene viakdeel.
{b) Besclrijl de viakdelen waarvan de oppervlakle gegeven wordl door
ot L 1
T T lfvr .
%/ e, l—ﬁ r* resp. %f r* en gana dat
E 0 37 it
; 1_ 1
L 5F T 1 57
%f r? 2-[ rz+2-[ r2+2-[ e
s 0 i %: x
{c) Bepaal het windingsgetal van elk van de binnengebieden van kromime .
=8 [Zie Analyse + Meetkunde hidst. 10|
[Thy
[ 2
: () De lengte van kromime K wordt geseven door f r2 4 (e,
E L4}
Geel een benadering van de lengte van K. Ca

‘B [Animatie ASNUIT]




Lissajousfiguur

Auteur: Rinse Poortinga

a5

-1 -05 a 05 1

0.5

®

Q

Punt P(x.y) met x=sm(t), y = sm{nt) enn € {1,2,... .6} doorloopt een gesloten
Lissajouskromme K, als t het parametennterval [0, 2r] doorloopt.

Als n oneven 1s, dan kunnen we met behulp van de stellmg van de Momwre
eenvoudig aantonen dat het spoor van K een deel van de grafiek van een

 n-de graads veeltermfunctie f1s. Controleer byv. dat f{x) = -4+ 3%, als n=3.

K heeft geen binnengebieden als n oneven s Als K even is, dan heeft K

bmnengebieden, sommze met wmdmgsgetal 1 en andere met windingsgetal - 1.
v d

Gammomdcﬂcgaal‘,;zdy — s m(t)dm(m) (ﬂ-‘EN)

de waarde 0 heeft



Lissajousfiguur

Auteur: Rinse Poortinga

0

Punt P(x.y) met x=sm(t), y=smint) enn e {1,2,....6} doorloopt een gesloten

Lissajouskromme K, als t het parametennterval [0,2n] doorloopt.

Als n oneven 15, dan kunnen we met behulp van de stelling van de Monre

eenvoudig aantonen dat het spoor van K een deel van de grafiek van een
 n-de graads veeltermfimctie f1s. Controleer byv. dat f{x) = -4+3x, als n=3,

K heeft geen bmnengebieden als n onevenis. Als K evenis, dan heeft K
bmnengebieden, sommige met wmndmngsgetal 1 en andere met windingsgetal -1
Do
Ga na waarom de integraal f Yy — sin(f)d sin(nt) (n e N)
K =l
de waarde 0 heeft

ra
La




Asteroide

Auteur: Rinse Poortinga

t=07
@

Versleep de punten P en Q met de schuifknop (of zet de animatie aan).

0

-2

() [Animatie AAN/UIT]

Opgave. P=(cos(t).sin(t)) en Q=((cos(t))"3,(sin(t))"3) met 0=t=2m.
P beschrijft een cirkel en Q beschrijft een asteroide.
(a) Toon aan dat lynstuk PQ loodrecht op de raaklijn in QQ aan de asteroide staat, wanneer P£Q.
(b) Ga na dat de snelheid v(t) van punt Q op tyydstip t gelyjk is aan 3-[sin(t)-cos(t)|
() Bereken de lengte van een boog van de asteroide.
(d) Geef met behulp van Geogebra een benadering van de oppervlakte van de asteroide.
Met behulp van QuickMath [zie het menu hiernaast] is eenvoudig na te gaan dat de exacte
oppervlakte van de asteroide gelijk is aan 3/8.
{e) Ga na dat het beeld van de asteroide by vermenigvuldigen t.o.v. O met factor 4
samenvalt met de hypocycloide die doorlopen wordt door het punt R. met
xR=3cos(t)+cos(3t), yR=3sin(t)-sin(3t), 0<t=21. HH
N



De evolute van een asteroide

Auteur: Rinse Poartinga

) tnmare s

P=(cos(t)sin{th en Q=((cos(t)}"3,(sin(t)}"3) met O=t=2m.

P beschrijft een cirkel en besd'lriﬁ een asteroide.

Lijn PQ_ is de normaal van de asteroide in punt a Zetde animatie aan.
Je ziet dan de evolute van de asteroide opdoemen als de omhullende
van de normalen van de asteroide. Deze evolute is ook de meetkundige
plaats van de middelpunten van de kromtecirkels van de asteroide.

Opaave. Geef een formule voor het middelpunt Mt} van de kromtecirkel bij parametert . o
[Hoe zit het bij t= 0, ™2, , 3m2?] De evolute W is ook weer een asteroide. s




De evolute van een asteroide

Auteur: Rinse Poortinga

[Opnieuw]

P=(cos(t),sin(t)) en Q=((cos{t)"3,(sin{t)}"3) met O=t=21.

P beschrijit een cirkel en Q beschrijft een asteroide.

Lijn PQ is de normaal van de asteroide in punt CL Zet de animatie aan.
Je ziet dan de evolute van de astercide opdoemen als de omhullende
van de normalen van de asteroide. Deze evolute is ook de meetkundige
plaats van de middelpunten van de kromtecirkels van de asteroide.

Opgave. Geef een formule voor het middelpunt M{t) van de kromtecirkel bij parametert -
[Hoe zit het bijt = 0, 2, 7, 3m2?] De evolute M is ook weer een asteroide. vy

©




Cardioide

Auteur: Rinse Poortinga

E D is hetvoetpuntvan de loodlijn vanuit © op de raaklijn in C aan de cirkel met -':,
middelpunt M en straal 2. Sleep C over de cirkel. Dan doorloopt D de gestippelde
cardioide. Tegelijk doorloopt het spiegelbeeld Evan punt O t.ov. de raaklijn de
4 groene cardioide.
D Opdracht. M=(2,0) en MC=2 Bepaal een parametervoorstelling in
P St poolcodrdinaten van beide cardioiden.
2" <,




ellips en cirkel

Auteur: Rinse Poortinga

P doorloopt een ellips.
Q is hetvoetpunt van de loodlijn uit brandpunt F1 op de lijn die in P aan de ellips raakt.
Toon aan dat Q een cirkel doorloopt, wanneer P de ellips doorloopt.

(») (Animatie AANIUIT]



Voetpuntskrommen bij een ellips

Auteur: Rinse Poortinga

!

De groene kromme is de voetspuniskromme van de rode ellips bij punt P.
5 is hetvoetpunt van de loodlijn uit P op de raaklijn in punt A aan de ellips.
Als A de ellips doorloopt, dan doorloopt dan doorloopt S de voetpuntskromme.
De vorm van de voetpuntskromme hangt afvan de positie van punt P
Yersleap punt P bijv naar het middelpunt van de ellips of naar een punt op de ellips.
In een eerder applet zagen we dat de voetpuntskromme een cirkel is, ra
wanneer P samenvalt met een van brandpunten van de ellips.
|

(») Aninatie AANIUIT]



Voetpuntskrommen bij een hyperbool

Auteur: Rinse Poortinga

¥ 2 rd
FPunt R ligt op de hyperbool door punt C met brandpunten F1 en F2. g
S is het snijpuntvan de loodlijn vanuit P op de lijn die in R aan de hyperbool raakt.

Als R een takvan de rode hyperbool doorloopt, dan doorloopt 5 een deel van de groene kromme.

De groene kromme is de voetpuntskromme van de hyperbool bij punt P

g Hoe ziet de voetpuntskromme er uit, wanneer je P binnen, op of buiten de hyperbool kigst.. 7

(») R Wat gebeurt er, als P samenvalt met een brandpunt? \
_— LY *



De voetpuntskrommen van een parabool

Auteur: Rinse Poortinga

Q

Punt R ligt op de parabool met richtlijn AB en brandpunt F.
S is het snijpuntvan de raaklijn in R aan de parabool en de loodlijn vanuit P op deze raaklijn.

Doorloopt R de rode parabool, dan doorloopt S de groene kromme.
Deze groene kromme is de voetpuntskromme van de parabool bij punt P

Bekijk hoe de voetpuntskromme er uit ziet, wanneer we F op of buiten de parabool kiezen.
Welke kromme krijgen we, als P samenvalt met het brandpunt F? Kiezen we P in de top van

de parabool, dan is de voetpuntskromme een cissoide.

Opgave. Watis het brandpunt en de richtlijn van de standaardparabool y = x*.
Plot met behulp van geogebra de voetpuntskromme van deze parabool,

die hoort bij de top O.




Cissoide

Auteur: Rinse Poortinga

'(1
wt
® brandpunt A
0
“ a Ell.4 EII.B 0:8 :I 1|..'1
)
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Y
De voetpuntskromme bepaald door de rode parabool y = x2 en zijn top O
is de groene cissoide. Wanneer A(a,a®) de parabool doorloopt, dan =
LJd

— doorloopt punt B=( 2a%/(1+4a%), -a?/(1+4a2)) de cissoide.



Kettinglijn en tractrix

Auteur: Rinse Poortinga

kettinglij

P

linstuk PR = 1
ljnstuk QR =28
boog Q5 =28

0

-2

De groene kromme is de grafiek van f{x)=cosh x = (ex+e’(-x)¥2. Deze grafiek staat bekend als de kettinglijn.

-2

-

:
-1 0 / 1 =

Hetis de vorm die een vrijhangende ketting aanneemt. Punt P beweegt over de x-as. Punt Q is het
bijpehorend punt op de grafiek, QR is de raaklijn en PR staat loodrecht op deze raaklijn. Slepen we punt P
over de x-as, dan blijft de lengte van PR gelijk aan 1. Verder is de lengte van boog QS van de kromme altijd

gelijk aan de lengte van lijnstuk QR. De omhullende van de lijnstukken PR is de zgn "sleepkromme’ of tractrix.
De lijnen PR zijn raaklijnen van de tractrix. De kettinglijn is de evolute van de tractrix ofwel de omhullende van

de normalen van de tractrix. Zet de animatie aan om dit te zien.

(») (Animatie AAN/UIT]

Zie ook het PDF-document 'Meer over krommen’.

]
Ld



Kettinglijn en tractrix

Auteur: Rinse Poortinga

fi
[
kettinglijn,
= -
i -~
linstuk PR =1
lijnstuk QR = 2.1
.~ boog Q5 =21
4
De groene kromme is de grafiekvan f(x)=cosh x = (efx+e{-x)}2. Deze grafiek staat bekend als de kettinglijn.
Hetis de vorm die eenvrijhangende ketting aanneemt. Punt P beweegt over de x-as. Punt Q is het
bijbehorend punt op de grafiek, QR is de raaklijn en PR staat loodrecht op deze raaklijn. Slepen we punt P
" overde x-as, dan blijit de lengte van PR gelijk aan 1. Vierder is de lengte van boog QS van de kromme altijd
gelijk aan de lengte van lijnstuk QR. De omhullende van de lijnstukken PR is de zan "sleepkromme” of tractrix.
De lijnen PR zijn raaklijnen van de tractrix. De kettinglijn is de evolute van de tractrix ofwel de omhullende van
de normalen van de tractrix. Zet de animatie aan om dit te zien. e

(») janimatie asnpur; Zie ook het PDF-document



Negenpuntscirkel

Auteur: Rinse Poortinga

H is het hoogtepunt van AABC. Vermenigvuldig de omgeschreven cirkel van AABC vanuit H met factor 142
De beeldcirkel gaat dan uiteraard door de middens D, E en F van de lijnstukken HAHC en HB.
We gaan na dat deze cirkel door de middens Ma, Mb en Mcwvan de zijden van AABC gaat.
Ook de voetpunten P, @ en Rvan de hoogtelijnen van AABC liggen op deze cirkel.
De beeldcirkel wordt daarom de negenpuntscirkel genoemd.
Is M het middelpunt van de omgeschreven cirkel, dan is het midden M van lijnstuk HM het middelpunt van de negenpuntscirkel.
Bewijs dit als volgt:
(a) Toon aan dat de groene vierhoek D{Mc){Ma}F een rechthoek is.
(b) Ook de rode vierhoek DE(Ma){Mb) is een rechthoek.
(c) Beide rechthoeken hebben diagonaal D(Ma) gemeen.
Hieruitvolgt dat de cirkel door D, E en F ook door Ma, Mb en Mc gaat.
(d} F{Mc) is een middellijn van de cirkel door D.E en F, -(Mc)PF is een rechte hoek,
Dus ook P ligt op de negenpuntscirkel. Op soortgelijke manier bewijs je dat @ en R op deze cirkel liggen.

!



Opgave. H is het hoogtepunt van AABC. Ga na dat B het hoogtepunte van AAHC is.
Wermenigvuldig de omgeschreven cirkel van AAHC tov. B met factor 1/2.
Dat geeft de negenpuntscirkel van AAHC. Toon aan dat deze samenvalt met de negenpuntscirkel van AABC.




Negenpuntskegelsnede

Auteur: Rinse Poortinga

ABC is een driehoek.

PuntP ligt niet op een zijde van de driehoek.

De negenpuntskegelsnede bepaald door
de AABC en punt P gaat
1. door de groene middens D, EenF
van de zijden AB, BC en CAvan de driehoek,
2. door de zwarte middens K, Len M
van de lijnstukken PA, PB en PC,
3. door de rode snijpunten S, T, U van de lijnen
P&, PB en PC met de zijden van LABC
{opgevat als lijnen).

Als P het hoogtepunt van £ABC is,
dan is de kegelsnede de negenpuntscirkel van AABC.

De zijden van driehoek ABC vatten we op als lijnen

en niet als lijnstukken. Deze zijden verdelen hetvlak in 7 gebieden.
Afhankelijk van het gebied waarin F ligt, is de kegelsnede

een ellips of een hyperbool. Versleep P om ditte zien. Elke keer
datP een zijde passeertverandert de kegelsnede

van een ellips in een hyperbool of omgekeerd.

5a na de negenpuntskegelsnede bepaald door
LAABP en punt C dezelfde kegelsnede
oplevert als die van AABC en punt P LA

N\ ™~

Voor bewijzen met behulp van Pascal zie het pdf-document
Pascal en de negenpuntskegelsnede.

Q



Negenpuntskegelsnede

Auteur: Rinse Poartinga

ABC is een driehoek.
Punt P ligt niet op een zijde van de driehoek,

De negenpuntskegelsnede bepaald door
de AABC en puntP gaat
1. door de groene middens D, EenF
van de zijden AB, BC en CAvan de driehoek,
2. door de zwarte middens K, L en M
van de lijnstukken PA, PB en PC,
3. door de rode snijpunten S, T, Uvan de lijnen
FA, FB en PC met de zijden van AARC
(opgevat als lijnen).

Als P het hoogtepuntvan AABC is,
dan is de kegelsnede de negenpuntscirkel van AABC.

De zijden van driehoek ABC vatten we op als lijnen

en niet als lijnstukken. Deze zijden verdelen hetvliak in 7 gebieden.
Afhankelijk van het gebied waarin P ligt, is de kegelsnede

een ellips of een hyperbool. Versleep P om dit te zien. Elke keer
dat P een zijde passeerverandert de kegelsnede

van een ellips in een hyperbool of omgekeerd.

3a na de negenpuntskegelsnede bepaald door
LABP en punt C dezelfde kegelsnede
oplevert als die van AABC en puntP. =

N

!

Voor bewijzen met behulp van Pascal zie het pdf-document
Pascal en de negenpuntskegelsnede.



Het punt van Fermat

Auteur: Rinse Poortinga

AP+BP+CP=85

De hoeken van AABC zijn kKleiner dan 120°. Binnen AABC nemen we een punt P

Hoe moeten we P kiezen opdat AP+BP+CP minimaal is?

We roteren daartoe AAPC over 60° tegen de Kok in om punt A.

Dan zijn AAPP en AACC gelijkzijdig. Vierder geldt AP+CP+BF=FP+C'F+BF.

Opdat deze som zo klein mogelijk is moeten C°, P*, F en B op een lijn liggen.

Datis het geval als »C'P'A=-CPA=-APB=120" Dan ook -BPC=120"

Punt P valt in dat geval samen met het =nijpunt F van lijnstuk C'B met de omgeschreven cirkel van AACC",
Dit punt F heet het puntvan Fermat van AABC. F wordt ook wel het puntwvan Torricelli genoemd.

ra
Ld

!



Stelling van Napoleon

Auteur: Rinse Poortinga

De driehoeken ABX, BCY en CAZ zijn gelijkzijdig.

P, @ en R zijn de middelpunten van de omgeschreven

cirkels van deze driehoeken. Opgave:

Toon aan dat APCR gelijkzijdig is. (F is het puntvan Fermatvan AABC )

ra
LJ

0



De stelling van Pascal

Auteur: Rinse Poortinga

< T
Stelling van Pascal. De hoekpunten A, B, C, D, E en Fvan een zeshoek (die zichzelf mag doorsnijden) iggen op een cirkel.
Dan liggen volgens de stelling van Pascal de snijpunten P, Q en R van de drie paren overstaande zijden op een rechte lijn.
De snijpunten P, @ of R hoeven overigens niet te bestaan. Dit laatste is het geval als één of meer paren overstaande zijden evenwijdigzijn.
Soms is hetverhelderend om ons voor te stellen dat een paar evenwijdige lijnen een oneindig ver snijpunt heeft. Verder spreeki men dan af
dat alle oneindig verre punten op een lijn liggen, de oneindig verre lijn. We krijgen dan o.a. als speciaal geval: als twee paar overstaande zijden van
de zeshoek evenwijdig zijn, dan is het derde paar het ook (denk bijv aan de regelmatige zeshoek). Een ander spedaal geval:
Als bijv. AF en CD evenwijdigzijn, dan is R een oneindig ver punt en lijn PQ is dan evenwijdig met AF en CD. Als twee hoekpunten van de zeshoek samenvallen
dan nemen we de raaklijn in deze samenvallende punten als deverbindingshjn. De stelling van Fascal voor een cirkel is een speciaal geval van de algemenere
stelling van Pascal, waarin de hoekpunten van de zeshoek op een willekeurige (mogelijk ontaarde) kegelsnede kunnen liggen. Dat ditin elk geval geldtvoor een ellips,
is eenvoudig inte zien: In 7.10.1 van Analyse + Meetkunde hebben we een elips gedefinieerd als het beeld van de eenheidscirkel onder een affiene ransformatie
van hetvlak. Bij een affiene transformatie gaan lijnen over in lipen: snijdende lijnen in snijdende lijnen en evenwijdige lijnenin evenwijdige lijnen.
In de driedimensionale ruimte kunnen we ook een punt O nemen buiten hetvak ¥ van de cirkel en dan de cirkel projecteren op een ander viak W dat niet door O gaat.
Afhankelijk van de stand vanwviak W kan de cirkel daarbij overgaan in een ellips, hyperbool of paraboolin viak W (denk aan de betekenis van het woord kegelsnede).
Op deze manier kunnen we aantonen dat de stellingvan Pascal voor iedere kegelsnede geldt

termanag, .

e T LT LS bk

De hoekpunten van de zeshoek kunnen versleeptworden, maar dan moet je oppassen om de snijpunten P, @ en R in beeld te houden.
Als je voorzichtig B naar C sleept, dan zie je dat lijn BC een raaklijn wordt P, Q en R blijven collineair.
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Pascal bewezen door van IJzeren

0

Auteur: Rinse Poortinga
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De hoekpunten van zeshoelkk ABCDEF liggen op een citkel AB ADE=P,BC AEF=QenCD A FA=R.
De andere cirkel is de cirkel door E, B en Q. De lijnen AB en DE snijden de andere cirkel behalve
in E en B ook nog i K resp. M. Met behulp van gelijke omtrekshoeken kunnen we aantonen dat

RA || QK, AD || KM en RD || QM. Daaruit volgt dat de verbindingslijnen AK. DM en QR van de

overeenkomstige hoekpunten door één punt gaan of evenwiydig zyn. Dat laatste 1s hier niet geval,
want DM A AK =P en dus gaat ook QR door P. Daarmee 1s dan de stelling van Pascal voor een
LdJd

cirkel bewezen. [Dit bewis 1s van Jan van IJzeren (1914-1998), een Nederlandse wiskundige, die

in 1987 op 73-jarige leeftijd in Budapest nog promoveerde in de economie |



De stelling van Pappus

Auteur: Rinse Poortinga

Als de opeenvolgende hoekpunten &, B, C, D, E en F van een zeshoek afwisselend op twee lijnen k en m liggen,

dan liggen volgens de stelling van Pappus de snijpunten P = ABADE, @ = BCAEF en K = CDAFAvan de overstaande
zijden van de zeshoek op é&n lijn. Twee lijnen, snijdend of evenwijdig, worden als een ontaarde kegelsnede beschouwd.
Zo gezien is de stellingvan Pappus (300 v. Chr) een uitbreiding van de stellingvan Pascal (1640 n. Chr) naar antaarde

kegelsneden. (Merk op dat we twee evenwijdige lijnen als een kegelsnede kunnen zien, wanneer we een cilinder opvatten
als een ontaarde kegel.)

™
[

Opmerking. Bijverslepen van de hoekpunten van de zeshoek of van de lijnen k en m kunnen één of meervan de

rA
snijpunten F, @ of R verdwijnen. Dat komt doordat P, Q1 en R hiervoor de duidelijkheid geconstrueerd zijn als snijpunten LJ
van lijnstukken. We moeten echter de zijden van de zeshoek niet als lijnstukken, maar als lijnen opvatten.



Punten op éen lijn

Auteur: Rinse Poortinga

Q

De punten A, B en C liggen op de blauwe kegelsnede. P is het snijpunt van lijn AB

met de raaklijn in C. Qis het snijpuntvan lijn AC met de raaklijn in B en R is het snijpunt

van lijn BC met de raaklijn in A. De hoekpunten van driehoek ABC kunnen versleept worden.

Daarbij verandert de vorm van de kegelsnede. De kegelsnede kan overgaan in een hyperbool of parabool.

De punten P @ en R liggen steeds op één lijn. Deze eigenschap kan gezien worden als een speciaal geval

van de stelling van Pascal, waarbij drie keer twee punten van de zeshoek samenvallen.

Als verbindingslijn van twee samengevallen punten op de kegelsnede nemen we de raaklijn aan de kegelsnede.



De stelling van Brianchon

Auteur: Rinse Poortinga

# +* ®

De zijden [dat zijn lijnen en niet lijnstukken] van zeshoek PQRSTU raken aan de » 5
blauwe kegelsnede in A, B, C, D, E en F. Volgens de stelling van Brianchon gaan de H i

. ~
verbindingslijnen van de overstaande hoekpunten van de zeshoek door één punt E *

purnt?
e
F

Raakpunt F kan over de kegelsnede versleept worden. Ga na dat de stelling blijit gelden, .
s - bl
als F samenvalt met éénvan de andere punten. Ook de andere raakpunten kunnen [
.versleeptworden. Hierdoor kan de kegelsnede overgaan in een ellips, hyperbooal,
parabool of zelfs in een paar al dan niet samenvallende lijnen.




Lijnen door éen punt
Auteur: Rinse Poortinga

0

De groene ellips raakt in de punten P, G en R aan resp. de zijden a, b en cvan & ABC.

De lijnen AR, BQ en CR lijken door één punt te gaan. Dat kunnen we als volgt bewijzen.

Wanneer de ellips een cirkel is volgt dit eenvoudig uit de stelling van Ceva [hoe?].

Een willekeurige ellips gaat door een affiene transformatie over in een willekeurige cirkel

en omgekeerd. Bij een affiene transformatie gaan raaklijnen over in raaklijnen en lijnen

door één punt gaan over in lijnen door één punt. De punten P, Q en R kunnen versleept worden.

Hierbij kan de ellips overgaan in een aangeschreven ellips van de driechoek. De ellips kan zelfs

overgaan in een hyperbool of een parabool, de lijnen AR, BQ en CR gaan dan nog steeds door één

(mogelijk ‘oneindig ver) punt. Het gaat hier om eigenschappen die behouden blijven onder projectie.
% We kunnen er ook voor zorgen dat bijv. de raaklijnen in P en R evenwijdig lopen, AABC is dan niet
“ meer een echte driehoek, maar de gestippelde lijnen gaan nog steeds door €8n punt. Het gaat hier
~ om een speciaal geval van de stelling van Brianchon, waarbij drie keer twee lijnen samengevallen zijn.

Als "snijpunt van twee samengevallen lijnen nemen we het raakpunt met de kegelsnede.




Een lijn inverteren

Auteur: Rinse Poortinga

Lijn AB wordt geinverteerd tov de cirkel met middelpunt M.
Verander de richting van de lijn door A of B te verslepen.

de lijn beette pakken en te verslepen.

Sleep punt P over de lijn. Dan doorloopt O de gestippelde cirkel.

Verplaats de lijn evenwijdig met zichzelf door een ander punt op

—
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(») [Animatie AAN/UIT]



Een lijn inverteren

Auteur: Rinse Poortinga

!

Lijn AB wordt geinverteerd t.ov. de cirkel met middelpunt M.
Sleep punt P over de lijn. Dan doorloopt Q de gestippelde cirkel.

Verander de richting van de lijn door A of B te verslepen.
Verplaats de lijn evenwijdig met zichzelf door een ander punt op

de lijn beet te pakken en te verslepen.

I‘ [Animatie AAN/UIT]



Een cirkel inverteren

Auteur: Rinse Poortinga

De rode cirkel wordt geinverteerd .oy de cirkel met middelpunt M.

Sleep punt P over de rode cirkel. Dan doorloopt P* de groene cirkel.
Verplaats de rode cirkel door een puntin het rode gebied beet te pakken
en te verslepen. Verander de straal van de rode cirkel door M te verslepen.
Merk op dat bij inversie het beeld N'van middelpunt M niet het middelpunt
van de groene beeldcirkel is. W' kan zelfs buiten de groene cirkel liggen!

’ [Animatie AAN/UIT]

M
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Een cirkel inverteren

Auteur: Rinse Poortinga

De rode cirkel wordt geinverteerd tow de cirkel met middelpunt M.
Sleep punt P over de rode cirkel. Dan doorloopt P° de groene cirkel.
Verplaats de rode cirkel door een punt in het rode gebied beet te pakken

Merk op dat bij inversie het beeld N'van middelpunt M niet het middelpunt
van de groene beeldcirkel is. M' kan zelfs buiten de groene cirkel liggen!

[Animatie AAN/UIT]

en te verslepen. Vierander de straal van de rode cirkel door M te verslepen.

0




Een parabool inverteren

Auteur: Rinse Poortinga

==

Opgave. De rode parabool x = ¥* wordt geinverteerd t o v. de eenheidscirkel.
Toon aan dat x* + xy? - v* = 0 een vergelijking is van de groene beeldkromme.
Snijden met de lijn v = tx levert een parametervoorstelling x = t2/(1+t%),
v=1t*/(1+t%) van deze cissoide. Dezelfde cissoide 15 ook de voetpuntskromme
die bepaald wordt door een parabool x = p-y? en zyn top O. Bereken voor
welke waarde van p dit het geval 1s.

| |
— Opmerking. Het is mogelijk de cirkel te verslepen. Kijk wat er gebeurt.

) ] |
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Een parabool inverteren

Auteur: Rinse Poortinga

—

Opgave. De rode parabool x = ¥v* wordt geinverteerd t.o.v. de eenheidscirkel.
Toon aan dat x* + xy? - ¥2 = 0 een vergelijking is van de groene beeldkromme.
Snijden met de lijn v = tx levert een parametervoorstelling x = t2/{(1+t%),

y= t3/(1+t%) van deze cissoide. Dezelfde cissoide 15 ook de voetpuntskromme
die bepaald wordt door een parabool x = p-v? en zijn top O. Bereken voor
welke waarde van p dit het geval is.

| ra

* Opmerking. Hetis mogelijk de cirkel te verslepen. Kijk wat er gebeurt.




Een hyperbool inverteren

Auteur: Rinse Poortinga

De focle hyperbool X2 -y* = 1 wordt geinverteerd t.o.v. de eenheidscirkel. ':‘,.

De beeldfiguur is de groene lemniscaat, Ga na dat (*+y?)*=x*y* een
vergelijking is van deze lemniscaat. Stellen we x=r(t)-cos(t) en y=r(t)-sin(t},
dan vinden we (r(t))>=cos(2t) ofwel r(t)=+cos(2t), als cos(2t)=0.

L
i Bekijk ook wat er gebeurt als je de cirkel versleept.




Een hyperbool inverteren

Auteur: Rinse Poortinga

De rode hyperbool x* 2 = 1 wordt geinverteerd t. o.v. de eenheidscirkel. ':}

De beeldfiguur is de groene lemniscaat, Ga na dat (}X*+y*)*=x>-y® een
vergelijking is van deze lemniscaat. Stellen we x=r(t)-cos(t) en y=r(t)-sin{t),
dan vinden we (r(f))>=cos(2t) ofwel r(t)=tvcos(2t), als cos(21)=0.

P
Bekijk ook wat er gebeurt als je de cirkel versleept.
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Inverteer driehoek t.o.v ingeschreven cirkel

Auteur: Rinse Poortinga

AABC wordt geinverteerd t.o.v. zijn ingeschreven cirkel.
Sleep punt P over de zijden van de driehoek.
Opgave: inverteer een AABC ook t.o.v. zijn omgeschreven cirkel.

(») [Animatie AANUIT]
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Ptolemaeus bewezen door inversie

Auteur: Rinse Poortinga

We bewijzen eerst:

De punten P en Q worden geinverteerd t.o.v een cirleel met mmddelpunt I en straal r.

Dan geldt: AP Q) 15 gelykvornug met ANOQ'F' en P'OQ'=PQ 2/(IAF 1D,

Bewijs. WP MP'=MMQ MOQ'=r, dus MEDMIQ=2QVIIF' Dus AP =AQTIE"
[Wegens zhz. Let op de volgorde van de corresponderende hoekpunten ]
P'Q'=c PQ met c=MOQ'IP=/2IP - 1IQ)

0



Met behulp van dit resultaat bewijzen we de volgende stelling:

Ptolemaeus. In een koordenvierhoek die zichzelf niet doorsnijdt geldt:
Het product van de diagonalen is gelijk aan de som
van de producten van de beide paren overstaande zijden.

Bewijs. Het kan geen kwaad om te veronderstellen dat O een van

de hoekpunten is. Bij inversie t.o.v. de eenheidscirkel gaat de

omgeschreven cirkel van de vierhoek (m.u.v. punt O) over in een lijn.

Voor de beeldpunten van P, Q) en R geldt PR'=P'Q'+QR'. Volgens de stelling
hierboven: PR'=cl-PR, P'Q'=c2-PQ en Q'R'=c3-QF met c1=1/(0P-OR),
c2=1/0P-0Q) en c3=1/{0Q-OR). Ga na dat hieruit volgt:
0Q-PR=0OR-PQ+OP-RQ.



Stelling van Mamikon geverifieerd bij een cardioide

Auteur: Rinse Poortinga

Stelling van Mamikon.

Punt Aligt op de rode cirkel met middelpunt Mi1,0) en straal 1.

OEAB is een rechthoek. Als punt A de bovenste helft van de rode cirkel doorloopt,

dan doorloopt B de bovenste helftvan een cardioide en punt E doorloopt een cirkel

met middellijn OM. Volgens de stelling van Mamikon is de oppenviakie van het

door raaklijnstuk AB bestreken gebied gelijk aan de opperviakie van het door lijnstuk OE
bestreken binnengebied van de cirkel (N, 1/2) en dus gelijk aan /4.

Sleep punt A over de cirkel of zet de animatie aan.

Opdracht. Parametervoorstelling van de cardioide is x = (1+cos(i))-cosit), y = (1+cos(t)}-sin(t)
met 0= t= 2w Bereken de oppervlakie van de cardioide en verifieer dat de stelling van

'_ [Animatie AAM/UIT] Mamikon hier het juiste resultaat geeft.
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Stelling van Mamikon geverifieerd bij een cardioide

Auteur: Rinse Poortinga

Stelling van Mamikon.

(») (Animatie AsNAUIT)

0

Punt A ligt op de rode cirkel met middelpunt M(1,0} en straal 1.

OEARB is een rechthoek. Als punt A de bovenste helft van de rode cirkel doorloopt,

dan doorloopt B de bovenste helft van een cardioide en punt E doorloopt een cirkel

met middellijn OM. Volgens de stelling van Mamikon is de oppenviakte van het

door raaklijnstuk AB bestreken gebied gelijk aan de opperviakie van het door lijnstuk OE
bestreken binnengebied van de cirkel (N, 1/2} en dus gelijk aan /4.

Sleep punt A over de cirkel of zet de animatie aan.

Qpdracht. Parametervoorstelling van de cardioide is x = (1+cos(t)}-cos(t), y = (1+cos(t)}-sinit)
met 0=t= 2w Bereken de opperviakie van de cardioide enverifieer dat de stelling van
Mamikon hier het juiste resultaat geeft.




Oppervlakte onder cycloideboog m.b.v. Mamikon.

Auteur: Rinse Poortinga

Stelling van Mamikon i

Q

Sleep punt P over de cycloide.

P M(t.1) 15 het middelpunt van een cirkel met straal 1. Deze cirkel rolt over de x-as.
- Punt P(i-sin(t),1-cos(t)) doorloopt daarby de rode cycloide. Q 1s het punt (t,2).
g Ga na dat lynstuk PQ 1n P aan de cycloide raakt. De linkercirkel heeft middelpunt
4 N(-2.1) en straal 1. Punt R 15 het punt (-2.2) en PQRS 1s een parallellogram.

7 Als P de cycloide doorloopt, dan bestriyjkt het raaklijnstuk PQQ de twee gebieden
tussen de cycloide en de lyn v = 2. Tegelykertiyd bestryjkt lynstuk RS het
binnengebied van de linker cirkel. Uit de stelling van Mamikon volgt nu dat de
door PQ bestreken gebieden samen dezelfde oppervlakie hebben als de
cirkel (N,1). Hieruit volgt weer dat het gebied dat begrensd wordt door de
cycloideboog en de x-as gelyk 1s aan 3w, zoals we eerder al zagen met

behulp van het beginsel van Cavalieri.

(») [Animatie ASNUIT]
Lt s
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Oppervlakte onder cycloideboog m.b.v. Mamikon.

Auteur: Rinse Poortinga

Stelling van Mamikon .

Q

»)

[Animatie AAN/UIT]

t=5 n
. ... “

. Sleep punt P over de cycloide. .

Mit.1) 1s het middelpunt van een cirkel met straal 1. Deze cirkel rolt over de x-as.
Punt P(t-sin(t),1-cos(t)) doorloopt daarbij de rode cycloide. () 1s het punt (t.2).

Ga na dat lynstuk PQ in P aan de cycloide raakt. De linkercirkel heeft middelpunt
N(-2.1) en straal 1. Punt K is het punt (-2.2) en PQRS 13 een parallellogram.

Als P de cycloide doorloopt, dan bestrijkt het raaklijnstuk PQ de twee gebieden
tussen de cycloide en de lyn v = 2. Tegelijkertyjd bestrijkt lynstuk RS het
binnengebied van de hinker cirkel. Uit de stelling van Mamikon volgt nu dat de
door PQQ bestreken gebieden samen dezelfde opperviakte hebben als de

cirkel (N.1). Hieruit volgt weer dat het gebied dat begrensd wordt door de
cycloideboog en de x-as gelijk 1s aan 37, zoals we eerder al zagen met

behulp van het beginsel van Cavalieri.
1 A
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Voetpuntskromme van een ellips en de stelling van Mamikon

Auteur: Rinse Poortinga
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De rode kromme is de voetspuntskromme van de blauwe de ellips bij punt O.

Lijnstuk AB raaktin A aan de ellips en OCAB is een rechthoek. Als A de ellips doorloopt,
dan doorloopt B de voetpuntskromme. Lijnstuk AB bestrijkt daarbij de 4 gebieden

tussen de ellips en de voetpuntskromme. Tegelijkertijd doorloopt punt C de groene rozet
in het midden van de figuur en lijnstuk OC bestrijki de 4 binnengebieden van dit rozet.
Volgens de stelling van Mamikon is de opperviakie van de door raaklijnstuk AB bestrel - 4
(p) [Animatie AANIUIT] gebieden gelijk aan de opperviakte van de door lijnstuk OC bestreken gebieden. e




Voetpuntskromme van een ellips en de stelling van Mamikon

Auteur: Rinse Poortinga

0

De rode kromme is de voetspuntskromme van de blauwe de ellips bij punt O.

Lijnstuk AB raakt in A aan de ellips en QCAB is een rechthoek. Als A de ellips doorloopt,
dan doorloopt B de voetpuntskromme. Lijnstuk AB bestrijkt daarbij de 4 gebieden

tussen de ellips en de voetpuntskromme. Tegelijkertijd doorloopt punt C de groene rozet

1 in het midden van de figuur en lijnstuk OC bestrijkt de 4 binnengebieden van dit rozet.
Volgens de stelling van Mamikon is de opperviakie van de door raaklijnstuk AB bestrek 4
gebieden gelijk aan de opperviakie van de door lijnstuk QC bestreken gebieden. ."‘

(';\j [Animatie AANIUIT]




Oppervlakte tussen tractrix en x-as m.b.v. Mamikon

Auteur: Rinse Poortinga

\
kettinglijn y = (e*x+et{-x})2

tractrix

0

— [Animatie AAN/UIT]
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Lijnstuk RP raakt in R aan de blauwe tractrix en heeft de lengte 1.

Als P de x-as doorloopt, dan doorloopt R de tractrix. M is het punt (0,-1) en
vierhoek MAPR is een parallellogram. Als P de x-as doorloopt, dan bestrijkt
raaklijnstuk RP het gebied tussen de tractrix en de x-as. Tegelijkerijd bestrijkt
straal MA het halve binnengebied van de cirkel met middelpunt M en straal 1.
Versleep P over de x-as of zet de animatie aan om ditte zien. De opperviakie

van het gebied tussen de tractrix en de x-as is dus volgens Mamikon gelijk aan mi2.

Opgave. Probeer dit na te rekenen d.m.v.

(o & o0
/ ydx :2—f
t==—00 1=l

1

cosht

d(t — tanht)
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Oppervlakte tussen tractrix en x-as m.b.v. Mamikon

Auteur: Rinse Poortinga

\

kettinglijn y = (e*x+e{-)N2

@ [Animatie AANIUIT]

0

Lijnstuk RP raakt in R aan de blauwe tractrix en heeft de lengte 1.

Als P de x-as doorloopt, dan doorloopt R de tractrix. M is het punt (0-1) en

vierhoek MAPR is een parallellogram. Als P de x-as doorloopt, dan bestrijkt
raaklijnstuk RP het gebied tussen de tractrix en de x-as. Tegelijkertijd bestrijkt
straal MA het halve binnengebied van de cirkel met middelpunt M en straal 1.
Versleep P over de x-as of zet de animatie aan om dit te zien. De oppenakte

van het gebied tussen de tractrix en de x-as is dus volgens Mamikon gelijk aan mi2.

Opgave. Probeer dit na te rekenen d.m.v.

oo o0
f ydr :2-f
t=—co t=0

d (t — tanht)

cosht
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Mamikon geldt alleen bij raaklijnstukken

Auteur: Rinse Poortinga

“.

MB!I De stellingvan Mamikon heeft betrekking op raaklijnstukken.

Zet de animatie aan om te zien dat de stelling niet werkt voor

normaallijnstukken die geen raaklijnstukken van een andere kromme zijn.

We weten dat de oppenviakie tussen de rode cycloide en de x-as gelijkis aan 3w en
dus niet gelijk aan de oppervlakte van cirkel (M, 1). Zie ook hetvervolg van dit applet.

cycloide

t=21

2




Mamikon geldt alleen voor raaklijnstukken (vervolg)

Auteur: Rinse Poortinga

!

t=25
L

Sleep P over de cycloideboog.

De blauwe cycloide M is de evolute ofwel de omhullende van de normalen van de rode cycloide K.
Mormaal PG van de rode cycloide raakt in G aan de blauwe cycloide. R{0 -5} ligt op de cirkel met
middelpunt Ni(0,-3) en straal 2. Vierhoek PQRS is een parallellogram. Ga na dat het midden A
van lijnstuk PQl op de x-as ligt Laat B het midden van SR zijn. Als we de animatie aanzetten,

dan bestrijkt lijnstuk PQ het gebied tussen de rode en de blauwe cycloide. Tegelijkertijd bestrijkt
lijnstuk RS het binnengebied van cirkel (M 2). De opperviakte van beide gebieden is dus volgens
Mamikon gelijk en wel gelijk aan 4. Dat dit klopt hebben we al eerder gezien.
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Mamikon geldt alleen voor raaklijnstukken (vervolg)

Auteur: Rinse Poortinga

0

t=23
e

Sleep P over de cycloideboog.

De blauwe cycloide M is de evolute ofwel de omhullende van de normalen van de rode cycloide K.
Mormaal PQwan de rode cycloide raaktin @ aan de blauwe cycloide. R(0-5) ligt op de cirkel met
middelpunt M{0,-3) en straal 2. Vierhoek PQRS is een parallellogram. Ga na dat het midden A
van lijnstuk PQ op de x-as ligt. Laat B het midden van SR zijn. Als we de animatie aanzetten,

dan bestrijkt lijnstuk PG het gebied tussen de rode en de blauwe cycloide. Tegelijkertijd bestrijkt
lijnstuk RS het binnengebied van cirkel (M 2). De opperviakte van beide gebieden is dus volgens
Mamikon gelijk en wel gelijk aan 4. Dat dit klopt hebben we al eerder gezien.
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